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ДИНАМІЧНИЙ АНАЛІЗ ТРУБОПРОВОДІВ МЕТОДОМ НОРМАЛЬНИХ ФОРМ КОЛИВАНЬ  
З УРАХУВАННЯМ ВЗАЄМОДІЇ ІЗ СЕРЕДОВИЩЕМ 
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Виведено умови ортогональності власних форм коливань для зв’язаного аналізу середовище—
трубопровід. Отримано точні умови ортогональності при врахуванні взаємодії на фітингах і пуассоно-
вої взаємодії. Наведено приклад чисельного аналізу класичного гідроудару в трубопроводі при раптовому 
закритті засувки. Показано, що зв’язаний аналіз середовище—трубопровід дає більш точні результати 
при розрахунках тисків, напружень і переміщень. 
Ключові слова: взаємодія середовище-трубопровід, гідроудар, умови ортогональності, метод нормальних 
форм коливань. 
The orthogonality conditions of the eigenfunctions or mode shape for the fluid-structure interaction problem is 
presented. The exact orthogonality conditions are derived, for junction and Poisson coupling. The example of 
the numerical analysis of classic water hammer in the pipeline due to the sudden valve closure is presented. It is 
shown that the coupled fluid-structure interaction analysis gives more accurate results in the calculation of 
pressure surges and displacements. 
Keywords: fluid-structure interaction, water hammer, orthogonality conditions, method of eigenfunction expansion. 
Вступ 
На динамічну поведінку досліджуваної сис-
теми має вплив наявність середовища в трубо-
проводі. У найпростішому варіанті можна врахо-
вувати середовище як приєднану масу, однак та-
кий підхід може привести до значних помилок, 
особливо при розрахунках таких динамічних 
явищ, як гідроудар. При більш детальному аналі-
зі необхідно враховувати взаємодію, яка виникає 
між трубою й середовищем. Взаємодія між ди-
намічною поведінкою внутрішнього середовища 
(рідини або газу) і механічної конструкції відбу-
вається шляхом накладання чотирьох механізмів 
[1–3]: 
• взаємодія на фітингах; 
• пуассонова взаємодія; 
• взаємодія тертям; 
• взаємодія Бурдона. 
Взаємодія може бути сильною або двосторон-
ньою, і слабкою або однобічною. Розрахунки за 
схемою однобічної взаємодії є класичним, коли 
на початку розраховуються швидкості й тиски в 
середовищі, а потім ці значення, як зовнішнє на-
вантаження, прикладаються до трубопроводу. 
Розрахунки за схемою двосторонньої взаємодії є 
більш складним, але дозволяють одержати пра-
вильний динамічний відгук системи. 
Від типу проблеми, що розглядається, зале-
жить врахування взаємодії середовище—
трубопровід. Якщо порівнювати з незв’язаним 
аналізом, врахування взаємодії може привес-
ти[1]: до більших або менших амплітуд тиску 
при гідроударі, зміни фронту хвилі, зміни влас-
них частот системи, до більшого демпфірування 
й розсіюванню хвиль тиску й напружень. Пов-
ністю спряжений аналіз необхідний при розра-
хунках податливих конструкцій, які зазнають дії 
різких навантаженнь. Загалом, зв’язаний аналіз 
дає більш точні результати при розрахунках тис-
ків, напружень і переміщень, власних і резонанс-
них частот, демпфірування й зусиль в опорах. 
У найпростішому випадку при динамічному 
аналізі середовище можна вважати приєднаною 
масою, що може привести до неправильних ре-
зультатів, особливо у випадку співпадання акус-
тичних і власних механічних частот системи. 
Проблеми зв’язаного динамічного аналізу вирі-
шуються зазвичай за допомогою методу скінчен-
них елементів (МСЕ), або за допомогою методу 
характеристик, а також комбінацією цих методів 
[1; 4]. Переваги використання МСЕ очевидні — 
це універсальність і простота застосування, од-
нак за них необхідно розплачуватися трудоміст-
кістю побудови й налаштування моделі, а також 
ресурсовитратними обчисленнями. Якість аналі-
зу за допомогою МСЕ залежить від майстерності 
виконавця. Метод характеристик дозволяє одер-
жати розв’язки в окремих випадках, особливо за 
наявності короткочасних імпульсів, проте для 
цього методу складно написати універсальний 
алгоритм. 
Зазвичай, розрахунки трубопровідних систем 
виконуються за допомогою спеціальних пакетів, 
трубопровідних комплексів, які засновані на кла-
сичних аналітичних залежностях теорії балок. 
Найбільш зручною формою розрахунків дина-
мічного відгуку системи є метод нормальних 
форм коливань, який полягає в розкладанні руху 
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системи по власних формах коливань [5]. Для 
застосування цього методу, після знайдених  
власних частот і форм коливань, необхідно ви-
вести умови ортогональності. Не зважаючи на 
численні дослідження в області взаємодії середо-
вище—трубопровід, умови ортогональності 
форм коливань відсутні.  
Виведення умов ортогональності власних 
форм коливань при зв’язаному аналізі середови-
ще—трубопровід є основною метою даної робо-
ти. Для досягнення поставленої мети необхідно 
розв’язати такі завдання: 
• вивести умови ортогональності при взає-
модії на фітингах (п. 1.1); 
• вивести умови ортогональності при сукуп-
ній взаємодії на фітингах і пуассоновії взаємодії 
(п. 1.2); 
У п. 2 наведено приклад аналізу класичного 
гідроудару при раптовому закритті засувки, да-
ється порівняння результатів розрахунків при не 
зв’язаному та двох видах зв’язаного аналізу, з 
урахуванням і без урахування пуассонової взає-
модії. 
1. Умови ортогональності форм коливань 
при зв’язаному аналізі 
Система диференційних рівнянь зв’язаних ко-
ливань для прямої ділянки трубопроводу з ура-
хуванням Пуассонової взаємодії має вигляд: 
2 22
ср ср
2 2 22
t
т f
U UKKA A A
x E t t
∂ ∂∂
= μ ρ + ρ
∂ ∂ ∂
  v , (1а) 
2
22
ср
2 2 2
1
2t t
p f
UREA A A
x t h t
∂ ∂∂
= ρ +μ ρ
∂ ∂ ∂
v
, (1б)
де х — поздовжня координата; t  — час; tv  — 
поздовжнє переміщення труби; срU  — поздовж-
нє переміщення середовища; h  — товщина стін-
ки труби; R  — внутрішній радіус; /f pρ  — гус-
тина середовища або матеріалу труби; E  —
модуль Юнга; 2A R= π  — внутрішня площа тру-
би; 2A Rh= π  — площа перетину труби; K — 
модуль об’ємної пружності середовища з ураху-
ванням товщини стінки: 
1
ср
ср
2
1
RK
K K
hE
−⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎝ ⎠ . 
(2а)
Вважаємо, що всі процеси є гармонічними, 
тобто пропорційні sin tω , де ω  — деяка частота 
гармонічних коливань. Збережемо ті ж позна-
чення для нових введених функцій, що залежать 
тільки від x , після диференціювання (1) одер-
жимо: 
2
ср 2 2
ср2 2 т t f
d U KKA A AU
dx E
= −ω μ ρ − ω ρ  v ; (3а) 
2
2 2
ср2
t
p t f
d REA A AU
dx h
= −ω ρ −ω μ ρv v . (3б)
Розв’язки системи (3) наведені в праці [3], за-
писані за допомогою методу початкових пара-
метрів. У випадку якщо один кінець труби за-
критий, при пошуку власних частот необхідно 
додати наступні граничні умови: 
APN ~⋅−= ; (4а) 
ср tU = v , (4б)
де tN  — осьова сила; срP  — пульсація тиску се-
редовища. 
Найбільш зручною формою розв’язку дина-
мічних рівнянь є розкладання по власних формах 
коливань. Нехай для заданих граничних умов 
знайдений розв’язок системи рівнянь (3), тобто 
знайдені частоти iω  й форми коливань середо-
вища iΦ  й труби iX , тоді розв’язок системи (1) 
можна записати у вигляді: 
( ) ( ) 0ср 0
1
, cos sinii i i i
i i
U x t x t t
∞
=
⎛ ⎞ϕ
= Φ ϕ ω + ω⎜ ⎟
ω⎝ ⎠∑
 ; (5а) 
( ) ( ) 00
1
, cos sinit i i i i
i i
x t X x t t
∞
=
⎛ ⎞ϕ
= ϕ ω + ω⎜ ⎟
ω⎝ ⎠∑

v . (5б)
Оскільки знайдений розв’язок зв’язаної зада-
чі, форми коливань iΦ  і jΦ , а також iX  і jX  не 
є ортогональними, навіть у тому випадку, коли 
ми будемо розглядати коливання без врахування 
пуассонової взаємодії. Тому для дослідження 
динамічної взаємодії середовище—трубопровід 
необхідно вивести умови ортогональності. 
1.1. Взаємодія на фітингах 
Розглянемо зв’язані коливання без врахування 
пуассонової взаємодії, тоді (4) перепишеться у 
вигляді: 
2
pEAX X m′′ = − ω ; (6а) 
2
fK A m
∗ ∗
′′Φ = −Φω . (6б)
де p pm A= ρ ; f fm A= ρ  . 
Запишемо задачу для власних значень i  й j  
форми коливань: 
2
0 0
l l
i j i p i jEA X X dx m X X dx′′ = −ω∫ ∫ ; (7а) 
2
0 0
l l
j i j p j iEA X X dx m X X dx′′ = −ω∫ ∫ ; (7б)
2
0 0
l l
i j i f i jKA dx m dx′′Φ Φ = −ω Φ Φ∫ ∫ ; (7в) 
2
0 0
l l
j i j f j iKA dx m dx′′Φ Φ = −ω Φ Φ∫ ∫ . (7г) 
Інтегрування частинами інтегралів, що знахо-
дяться у лівих частинах рівнянь (7), дає: 
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0
0
2
0
;
l
l
i j i j
l
i p i j
EA X X EA X X dx
m X X dx
′ ′ ′⎡ ⎤ − =⎣ ⎦
= −ω
∫
∫
 (8а) 
0
0
2
0
;
l
l
j i j i
l
j p j i
EA X X EA X X dx
m X X dx
′ ′ ′⎡ ⎤ − =⎣ ⎦
= −ω
∫
∫
 (8б)
0
0
2
0
;
l
l
i j i j
l
i f i j
KA KA dx
m dx
′ ′ ′⎡ ⎤Φ Φ − Φ Φ =⎣ ⎦
= −ω Φ Φ
∫
∫
 
 (8в) 
0
0
2
0
.
l
l
j i j i
l
j f j i
KA KA dx
m dx
′ ′ ′⎡ ⎤Φ Φ − Φ Φ =⎣ ⎦
= −ω Φ Φ
∫
∫
 
 (8г) 
Якщо відняти з виразів (8б) і (8г), вирази (7в) і 
(7а), інтеграли в лівих частинах скоротяться. Ви-
рази: 
0
l
i jEA X X′⎡ ⎤⎣ ⎦ , 0
l
j iEA X X′⎡ ⎤⎣ ⎦ , 0
l
i jK A
∗ ∗
′⎡ ⎤Φ Φ⎣ ⎦ , 
0
l
j iK A
∗ ∗
′⎡ ⎤Φ Φ⎣ ⎦  дорівнюють нулю з урахуванням 
граничних умов. У випадку наявності закритого кі-
нця, рівняння (4) також слід включити в розгляд: 
ll KAXAE Φ′=′−
∗ ; (9а) 
llX Φ= , (9в)
що знову ж приводить до нульових значень за-
значених виразів. 
Таким чином, ліва частина отриманого виразу 
дорівнює нулю: 
( ) ( )2 2
0
0 .
l
i j i j p i j fX X m m dx= ω − ω + Φ Φ∫  (10)
Коли ji ≠  й отже 2 2i jω ≠ ω , із рівності (10) 
випливає співвідношення ортогональності: 
( )
0
0
l
i j p i j fX X m m dx+ Φ Φ =∫  якщо ji ≠ . (11)
Підставляючи вирази (11) у рівність (8) одер-
жимо: 
( ) 0~
0
=Φ′Φ′+′′∫ dxAKEAXX
l
jiji  якщо ji ≠ . (12)
Повертаючись до системи (7) можна отримати: 
( )
0
0
l
i j i jX X EA KA dx′′ ′′+ Φ Φ =∫   при  ji ≠ . (13)
Вирази (13)–(11) є умовами ортогональності 
зв’язаних форм коливань. 
Скористаємося тепер підходом, заснованим на 
застосуванні нормальних форм коливань, для 
визначення поздовжніх динамічних переміщень 
у трубі при заданих початкових умовах по пере-
міщенню й по швидкості. Припускаємо що при 
0=t  початкові переміщення представлені у ви-
гляді: ( )ср0 1U f x=  і ( )0 3t f x=v , а початкові 
швидкості задані у вигляді функцій ( )ср0 2U f x=  
і ( )0 4t f x=v . 
Представивши функції ср0U , 0tv , ср0U , 0tv  у 
вигляді рядів, одержимо: 
( )0 1
1
i i
i
f x
∞
=
ϕ Φ =∑ ;  ( )0 2
1
;i i
i
f x
∞
=
ϕ Φ =∑   (14а) 
( )0 3
1
i i
i
X f x
∞
=
ϕ =∑ ;  ( )0 4
1
.i i
i
X f x
∞
=
ϕ =∑   (14б)
Помножимо вирази (14а) і (14б) на jΦ  і jX  й 
проведемо інтегрування по довжині стрижня й 
одержимо: 
( )0 1
1 0 0
;
l l
i i j j
i
dx f x dx
∞
=
ϕ Φ Φ = Φ∑ ∫ ∫  (15а) 
( )0 3
1 0 0
;
l l
i i j j
i
X X dx f x X dx
∞
=
ϕ =∑ ∫ ∫  (15б)
( )0 2
1 0 0
;
l l
i i j j
i
dx f x dx
∞
=
ϕ Φ Φ = Φ∑ ∫ ∫  (15в) 
( )0 4
1 0 0
.
l l
i i j j
i
X X dx f x X dx
∞
=
ϕ =∑ ∫ ∫  (15г) 
Помножимо (15б) і (15г) на f fm A∗= ρ , а (14а) 
і (14в) на p pm A= ρ  й складемо їх між собою, при 
врахуванні умов ортогональності і отримаємо: 
( ) ( )1 3
0 0
0
2 2
0 0
.
l l
f i p i
i l l
f i p i
m f x dx m f x X dx
m dx m X dx
Φ +
ϕ =
Φ +
∫ ∫
∫ ∫
 (16)
Для швидкості вираз аналогічний: 
( ) ( )2 4
0 0
0
2 2
0 0
.
l l
f i p i
i l l
f i p i
m f x dx m f x X dx
m dx m X dx
Φ +
ϕ =
Φ +
∫ ∫
∫ ∫
  (17)
Використовуючи вирази (16) і (17), можна за-
писати сумарний по всім формам коливань вираз 
для динамічних переміщень у формі (5). 
1.2. Пуассонова взаємодія 
Перепишемо систему (1) у вигляді: 
( )
2 2
ср ср
2 2
2
ср2
2
2
1 2 ;f
U
KA
x x
U
A
t
⎛ ⎞∂ ∂
− μ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂
= ρ − μ α
∂


v
 (18а) 
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( )
22
ср
2 2
2
2
21 2 ,
t
t
p
U
EA
x x
A
t
⎛ ⎞∂∂
−μα =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂
= ρ − μ α
∂
v
v
, (18б)
де введене позначення /KR Ehα = . 
Виведемо умови ортогональности за ана-
логією з (7): 
( ) 2
0 0
;
l l
i i j i p i jEA X X dx m X X dx′′ ′′−μαΦ = −ω∫ ∫  (19а) 
( ) 2
0 0
;
l l
j j i j p j iEA X X dx m X X dx′′ ′′−μαΦ = −ω∫ ∫  (19б)
( ) 2
0 0
2 ;
l l
i i j i f i jKA X dx m dx′′ ′′Φ − μ Φ = −ω Φ Φ∫ ∫   (19в) 
( ) 2
0 0
2 .
l l
j j i j f j iKA X dx m dx′′ ′′Φ − μ Φ = −ω Φ Φ∫ ∫   (19г) 
де ( )21 2p fm A= ρ − μ α , ( )21 2f pm A= ρ − μ α . 
Інтегрування частинами інтегралів, що знахо-
дяться у лівих частинах цих рівнянь, дає: 
( )
( )
0 0
2
0 0
;
l l
i j i j
l l
i i j i p i j
EA X X X EA
X X dx m X X dx
′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤−μα Φ − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦
′ ′ ′× −μαΦ = −ω∫ ∫
 (20а) 
( )
( )
0 0
2
0 0
;
l l
j i j i
l l
j j i j p j i
EA X X X EA
X X dx m X X dx
′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤− μα Φ − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦
′ ′ ′× −μαΦ = −ω∫ ∫
 (20б)
( )
( )
0 0
2
0 0
2
2 ;
l l
i j i j
l l
i i j i f i j
KA X KA
X dx m dx
′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ Φ − μ Φ − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦
′ ′ ′× Φ − μ Φ = −ω Φ Φ∫ ∫
 
 (20в) 
( )
( )
0 0
2
0 0
2
2 .
l l
j i j i
l l
j j i j f j i
KA X KA
X dx m dx
′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ Φ − μ Φ − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦
′ ′ ′× Φ − μ Φ = −ω Φ Φ∫ ∫
 
 (20г) 
Якщо відняти з виразів (20б) і (20г), вирази 
(20в) і (20а), інтеграли, що знаходяться у лівих 
частинах, скоротяться. Що стосується виразів, 
що залишилися в лівих частинах, вони також до-
рівнюють нулю з урахуванням граничних умов. 
Якщо один кінець закритий, слід включити в 
розгляд (9в) і вирази: 
( ) ( )2 .EA X KA X′ ′ ′ ′−μαΦ = Φ − μ  (21)
У підсумку одержуємо умову ортогональності: 
( )
0
0
l
i j p i j fX X m m dx+ Φ Φ =∫    якщо .i j≠  (22)
Підставляючи вирази (22) у рівності (20)  
одержимо: 
( )(
0
l
i i jX X EA′ ′ ′−μαΦ +∫
( ) )2 0i jX KA dx′ ′ ′+ Φ − μ Φ =  при ji ≠  
(23) 
З рівнянь (22) і (19) можна одержати: 
( )(
0
l
i i jX X EA′′ ′′−μαΦ +∫   
( ) )2 0i jX KA dx′′ ′′+ Φ − μ Φ =  при ji ≠  
(24)
Вирази (22)–(24) є умовами ортогональності 
зв’язаних форм коливань. Очевидно, що у випадку, 
якщо 0μ = , вирази (22)–(24) трансформуються в 
(11)–(13). Як і раніше, вважаємо, що початкові 
умови задані у вигляді функцій: ( )ср0 1U f x= , 
( )0 3t f x=v , ( )ср0 2U f x=  і ( )0 4t f x=v , тоді можна 
скористатись виразами (16) і (17), замінивши в 
них pm  і fm  на pm~  і fm~  відповідно. Сумарні дина-
мічні переміщення записуються за допомогою (5). 
2. Аналіз гідроудару при раптовому за-
критті засувки 
Розглянемо класичну задачу на гідроудар: є 
резервуар із приєднаним трубопроводом, по 
якому зі швидкістю 1 м/с тече рідина, засувка 
миттєво закривається і викликає при цьому утво-
рення хвиль тиску в системі. Розв’язок цієї кла-
сичної задачі отримано Н. Е. Жуковським на по-
чатку XX ст.: 
0.f f fP c u= ρ  (25)
Тобто хвилі тиску, які поширюються зі швид-
кістю звуку, пропорційні початковій швидкості, 
густини й швидкості звуку в середовищі. Форму-
ла Жуковського (25) не враховує зв’язаності ко-
ливань середовища й труби, яка сильно змінює 
динамічну поведінку системи. 
2.1. Власні частоти й форми коливань 
Для чисельного дослідження візьмемо фізичні 
й геометричні параметри з [5]: 0,008 мh = , 
0,3985мR = , 37900 кг/мтρ = , 
3
ср 1000 кг/мρ = , 
9
ср 2,1 10 ПаK = ⋅ ,
112,1 10 ПаE = ⋅ , 0,3μ = . 
У таблиці зведено результати розрахунків. 
Суто акустичні частоти такої системи можна 
легко знайти за формулою: 
( )2 1 , 1,2,3... ,
4n
cf n n
L
= − =  (26)
де /c K= ρ
 
швидкість звуку в середовищі. 
      Акустичні частоти розраховані з врахуванням 
товщини стінки (c*=1450 м/с) і без неї  
(c = 1025 м/с). Такий підхід також не забезпечує 
прийнятну точність, особливо вищих частот.  
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Порівняння поздовжніх частот коливань для системи (рис. 1) 
Механічні Акустичні Зв’язані № з/п 
ρ = 7900 ρ* = 32558 с = 1450 с* = 1025 μ = 0 μ = 0,3 Zhang [6] 
1 64 32 18 13 11 12 12 
2 193 95 54 38 34 32 32 
3 322 159 91 64 54 56 56 
4 451 222 127 90 74 73 73 
5 580 286 163 115 95 97 97 
6 709 349 199 141 117 116 116 
7 838 413 235 167 140 141 141 
8 967 476 272 192 162 161 161 
9 1096 540 308 218 183 185 185 
10 1225 603 344 244 202 202 202 
11 1353 667 380 269 223 226 226 
12 1482 730 417 295 245 245 245 
 
 
 
Рис. 1. Система резервуар-труба-засувка 
 
Механічні частоти визначаються тривіально, 
як для консольної балки.  
Для зв’язаного аналізу такої системи скорис-
таємося безпосередньо системою (3) і умовами 
(4), більш детально в працях [2; 3]. 
Механічні частоти без урахування води  
(ρ = 7900 кг/м3) і з урахуванням води як приєд-
наної маси (ρ* = 32558 кг/м3).  
Аналіз таблиці показує, що при такому підхо-
ді відмінність між експериментальними й розра-
хунковими значеннями велика, але саме такий 
підхід закладений у трубопровідні комплекси 
(CAESAR, АСТРА).  
Зв’язані розрахунки наведені у двох варіан-
тах: без і з урахуванням пуассонівської взаємодії. 
У цьому випадку, взаємодія на фітингах є домі-
нуючою, а взаємодія Пуассона натомість має  
незначний вплив.  
Аналізуючи результати таблиці, очевидна не-
обхідність урахування взаємодії середовище—
трубопровід при розрахунках поздовжніх частот 
коливань. 
2.2. Динамічний аналіз 
Як показав гармонічний аналіз, зв’язаність 
коливань середовища й трубопроводу суттєво 
впливає на власні частоти й форми. Очевидно, 
що й динамічна поведінка трубопроводу буде 
відрізнятися від розрахунків за формулою Жу-
ковського (25). 
Незв’язані розрахунки виконуються спочатку 
для середовища, тобто визначаються амплітуди 
хвиль тиску (25) і їх період /f fT c L= .  
Потім ці значення, як зовнішні сили, прикла-
даються до труби, яка розглядається як консоль-
на балка.  
Для проведення зв’язаних розрахунків необ-
хідно скористатися умовами ортогональности 
(11) або (22), і записати розв’язок у вигляді вира-
зу (5). 
На рис. 2, 3 наведено результати розрахунків 
для трьох варіантів: незв’язаний аналіз, ураху-
вання взаємодії лише на фітингах, взаємодія на 
фітингах і пуассонова взаємодія. 
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Рис. 2. Переміщення по крайці труби ( Lx = ) у часі 
 
 
Рис. 3. Тиск по крайці труби ( Lx = ) у часі 
 
Аналіз рис. 2. показує, що при незв’язаному 
аналізі амплітуда переміщень по крайці трубо-
проводу зростає, що пов’язано із співпаданням 
акустичних і механічних частот коливань. Таким 
чином, незв’язаний аналіз свідчить про резо-
нансну поведінку системи. Зв’язаний аналіз 
більш реально описує поведінку системи, у якій 
насправді резонанс відсутній. 
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На рис. 3. наведене порівняння тисків для не-
зв’язаного й зв’язаного розрахунків. Вплив пуас-
сонової взаємодії значний, видно, що зв’язані 
розрахунки перевищують у 1,5 разу значення 
тиску, отриманого за формулою Жуковського (25). 
Висновки 
У даній статті наводиться виведення умов ор-
тогональності для зв’язаного аналізу середови-
ще—трубопровід. Отримані точні умови ортого-
нальности при взаємодії на фітингах і при пуас-
соновій взаємодії. 
Зокрема продемонстровано: 
• при розрахунках поздовжніх коливань, 
урахування середовища, як приєднаної маси, 
може привести до значних помилок, для більш 
реалістичного моделювання необхідно користу-
ватися зв’язаним аналізом; 
• урахування взаємодії більш детально опи-
сує динамічну поведінка системи, зокрема усуває 
резонанс при збігу акустичних і механічних час-
тот коливань; 
• показано, що при врахуванні спільної вза-
ємодії середовище—трубопровід амплітуда тис-
ків може в 1,5 разу перевищувати значення, об-
числене за класичною формулою Жуковського. 
Зв’язаний аналіз дає більш точні результати 
при розрахунках тисків, напружень і переміщень, 
власних і резонансних частот, демпфірування й 
зусиль в опорах. 
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